Erinnerung:
Betrachte zwei K-Vektorraume Vi und V5.

Definition: Ein Tensorprodukt von Vi und V5 tiber K besteht aus einem K-Vektorraum V und einer
bilinearen Abbildung x: Vi x Vo — V mit der universellen Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung o: V) x V5, — W existiert genau eine lineare

Abbildung p: V — W mit © o Kk =, das heisst, so dass dasmmm kommutiert:
JL
Vi x Vy 4@—> W
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Proposition: Ein Tensorprodukt ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, mit anderen Worten: Ist

sowohl (V, k) wie (V' ') ein Tensorprodukt von V; und V3, so existiert ein eindeutiger Isomorphismus

i: V5 V' mitiok = r, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:




Satz: Ein Tensorprodukt existiert immer. ~N (R, x RL) a0 Ay €S
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Konvention: Wir fixieren ein fiir alle Mal ein Tensorprodukt (V, x) und bezeichnen den Vektorraum V
mit V; @k V5 oder kurz Vi ® V5, sowie die Abbildung x mit

N\ ‘,
le%@’ (v1,v2) = v1 ® va. Speedas O Vewsre Uy

Danach vergessen wir die Notation (V, &).

Bemerkung: Wir kiimmern uns also nicht darum, wie das Tensorprodukt genau konstruiert ist, sondern
benutzen nur seine universelle Eigenschaft. Die Eindeutigkeit bis auf eindeutige (!) Isomorphie bewirkt,
dass jedes Element einer zweiten Wahl von (f/, k) einem eindeutigen Element der ersten Wahl entspricht,
und dass diese Elemente jeweils dieselben Formeln erfiillen und dieselben sonstigen Eigenschaften besitzen.

Rechenregeln: Die Bilinearitét von x iibersetzt sich in die folgenden Rechenregeln fiir alle v;, v, € V; und
AeEK:

(01 +0]) QU2 =101 Qua + V] ®ug | Ay Qv = Avg @ v2)

U1 ® (Vg + V) = v @ug +v; @V | v ® Avg = A(v1 ® v3)




Definition: (a) Ein Element von Vi ®x V5 heisst ein Tensor.

(b) Ein Element der Form v; ® vy heisst ein reiner Tensor.

Satz: Sei jeweils B; eine Basis von V;. Dann sind die by ® by fiir alle (by,b2) € By X By verschieden, und
{61 ® by ‘ (b1,by) € By X BQ} ist eine Basis von Vi ®g V5. Insbesondere gilt

dimg (Vi @k Va) = dimg (V1) - dimg (Va).
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Proposition: Betrachte Vektoren v;, v, € V;.

(a) Esist v ® vy # 0 genau dann, wenn vy, vy # 0 sind.

(b) Im Fall (a) ist v; ® vy = v} ® v}, genau dann, wenn X € K*: (v),v}) = (Avy, A" vy).
)

(c) Sind vy, v] bzw. ve, v} linear unabhéngig, so ist v; ® ve 4+ v} ® v4 kein reiner Tensor.
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Beispiel: Fiir alle natiirlichen Zahlen m, n existiert ein natiirlicher Isomorphismus > ﬁ __——

K™ @k K™ 5 Matyxn(K) mit v@w—v-w’.
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WSII}IOH Fur alle v und W existiert ein naturlicher injektiver

VY @rg W — Homg (V,W) mit £@w— (v L(v)- w). Q-«q;w.‘l,ch‘@fcl‘

Sein Bild ist der Unterraum aller Homomorphismen von endlichem Rang. Insbesondere ist er ein Isomor- u

phismus genau dann, wenn V' oder W endlich-dimensional ist.
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